Problema:

En un laboratorio de control de calidad se desea cuantificar la concentracion de un colorante
alimenticio mediante espectrofotometria UV-Vis. Se preparan estandares y se mide la absorbancia
a520 nm.

Los datos obtenidos fueron:

Ensayo = Concentracion (mg/L) (X) | Absorbancia (Y)

1 2.0 0.13
2 4.0 0.25
3 6.0 0.37
4 8.0 0.48
5 10.0 0.62



a) Identificar la variable dependiente e independiente.

b) Representar los datos en un diagrama de dispersion.

c) Calcular la recta de regresion mediante minimos cuadrados.

d) Calcular el coeficiente de correlacion y el coeficiente de determinacion, e interpretarlos.
e) Realizar la prueba de hipoétesis para la pendiente.

f) Calcular el intervalo de confianza del 95% para la pendiente.

g) Concluir si el modelo es estadisticamente significativo y Gtil para cuantificar el colorante.



a) Variable independiente y dependiente

Variable independiente (X): concentracion del colorante (mg/L).
La fijamos experimentalmente al preparar los estandares.
Variable dependiente (Y): absorbancia medida a 520 nm.

Es la que responde a los cambios en la concentracion.



b) Diagrama de dispersion
Los puntos a graficar serian:
e (2,0.13)
e (4,0.25)
6, 0.37)
8, 0.48)
10, 0.62)

(
(
*
*

En el eje X se coloca la concentracion (mg/L) y en el eje Y la absorbancia.

Al trazar los puntos, se observa una tendencia claramente creciente y casi perfectamente lineal: conforme

aumenta la concentracion, aumenta la absorbancia.



c) Recta de regresion por minimos cuadrados

Queremos el modelo:
Y =by+ b5, X

Donde:

e b, = pendiente

e by = intercepto (ordenada al origen)

1. Calculo de sumas
Y X=2+4+6+8+10=30
Y Y =0.13+0.25+0.37 + 0.48 + 0.62 = 1.85
Y X?=2"+47+6"+8 +10° =4+16 + 36 + 64 + 100 = 220

Y XY = (2)(0.13) + (4)(0.25) - /6)(0.37) + (8)(0.48) + (10)(0.62)



Calculamos producto a producto:

e 2:013 =026
e 4.0.25=1.00
e 6037=222
e 8048 =384
¢ 10-0.62 =6.20

Sumamos:
Y XY =0.26+ 1.00 +2.22 + 3.84 + 6.20 = 13.52
Promedios:
X — E — @ — 6
n 3)
— Y 1.
Yy == = E = 0.37
n 5)



2. Pendiente b,

Formula:

p, — n2 XY — (LX) Y)
ny X — (LX)’

Sustituimos:

e nY XY =5-13.52 = 67.6
¢ (XX)(XY)=30-1.85=555

Numerador:
67.6 — 5b.b = 12.1

Denominador:
e nY X?=5-220=1100
e (X X)?=30%=900



1100 — 900 = 200

Entonces:
12.1
b = — = 0.
1 200 0.0605
3. Intercepto by
Usamos:
bﬂ — ? — le

by = 0.37 — (0.0605)(6)

Calculamos 0.0605 - 6:

e 0.066 =036
e (.0005-6 =0.003
e Total = 0.363



Entonces:

by = 0.37 — 0.363 = 0.007

-» Recta de regresion

o~

Y =0.007 + 0.0605 X

Interpretacion rapida:

* Pendiente 0.0605: por cada 1 mg/L que aumenta la concentracion, la absorbancia aumenta en =~ 0.0605
unidades.
¢ [ntercepto 0.007: absorbancia tedrica cuando X = 0; es pequena pero no exactamente cero (efectos

instrumentales, blanco, etc.).



d) Coeficiente de correlacion r y coeficiente de determinacion R?

1. Coeficiente de correlacion r

Formula:

. n) XY - (. X)QY)
ViR X2 = (X [nY? - (Y)]

Ya tenemos el numerador:

nY XY -—() X)) Y)=121

Sabemos también:

n) X*— () X)* =200

Nos falta n Z Y? (Z Y)g.



Primero calculamos Z Y2

e 0.13%2 =0.0169

e 0.252 =0.0625

e 0.37° = 0.1369

e (.48 =0.2304

e 0.62% =0.3844
Sumando:

ZW — 0.0169 + 0.0625 = 0.0794

0.0794 4+ 0.1369 = 0.2163
0.2163 + 0.2304 = 0.4467
0.4467 + 0.3844 = 0.8311



Entonces:
n) Y*?=5-0.8311 = 4.1555
() Y)? = (1.85)* = 3.4225
nY Y2 — () Y)®=4.1555 — 3.4225 = 0.7330

Ahora el denominador de r;

V200 - 0.7330 = v/146.6 ~ 12.1
Asi:

121

r ~ (0.999




Interpretacion:

* Hay una correlacion lineal positiva casi perfecta entre concentracion y absorbancia.

2. Coeficiente de determinacion R2

R2

r? 2 (0.999)° 2~ 0.999 (= 0.9987)

* Aproximadamente el 99.9% de la variabilidad en la absorbancia se explica por la variacion en la
concentracion a traves del modelo lineal.

¢ So6lo ~0.1% queda como “ruido” (errores experimentales, etc.).



e) Prueba de hipotesis para la pendiente

Queremos verificar si la relacion lineal es estadisticamente significativa.
Hipdtesis

e Hj: 1 = 0 (no hay relacién lineal verdadera entre X y Y)
e H;: [, # 0 (sihay relacién lineal)

Usaremos una prueba t para la pendiente, cona = 0.05ygl=n — 2 = 3.

1. Calculamos los residuos y SSE

Primero calculamos los valores ajustados Y :

Y = 0.007 - 0.0605X



¢ ParaX=2:Y = 0.007 + 0.0605(2) = 0.007 + 0.121 = 0.128
Residuo:e; = Y — Y =0.13 — 0.128 = 0.002

e X=4Y =0.007 + 0.0605(4) = 0.007 + 0.242 = 0.249
es = 0.25 — 0.249 = 0.001

e X=6Y =0.007+ 0.0605(6) = 0.007 + 0.363 = 0.37
es = 0.37 — 0.37 = 0.000

¢ X=8Y =0.007+ 0.0605(8) = 0.007 + 0.484 = 0.491
e, = 0.48 — 0.491 = —0.011

¢ X=10:Y = 0.007 + 0.0605(10) = 0.007 + 0.605 = 0.612
es = 0.62 — 0.612 = 0.008

Ahora, la suma de cuadrados de los errores:

SSE =) e} =0.002% +0.001% + 0% + (—0.011) + 0.008"



e 0.0022 = 0.000004

e 0.001% = 0.000001

e 0°=0

e (—0.011)? = 0.000121
e 0.008% = 0.000064

Sumamos:
SSE = 0.000004 + 0.000001 = 0.000005

0.000005 + 0.000121 = 0.000126
0.000126 + 0.000064 = 0.000190

SSE ~ 0.000190




2. Varianza residual y error estandar de la pendiente
Varianza residual (MSE):

SSE  0.000190

e g~ ~ 0.0000633

MSE =

Ahora necesitamos Sy, = > (X; — X)?

Podemos usar:

2
S;,:.m:ZXQ— (2. X) :220—$:220—180240

n



El error estandar de la pendiente:

MSE 0.0000633
SE(b1) =4/ 5 :\/ 40

0.0000633
40

SE(b;) ~ 1/1.58 x 106 ~ 0.00126

~ 0.00000158

3. Estadistico t para la pendiente

by —0 _ 0.0605

t = — I~
SE(b))  0.00126

Grados de libertad: n — 2 = 3.

El valor critico para a = 0.0, prueba bilateral, con 3 gl es (. g75.3 ~ 3.182.



Comparacion:
|tcalculad0| ~ 48 > 3.182 = Leritico

Por lo tanto:

e Rechazamos Hj.
* Hay evidencia estadistica muy fuerte de que la pendiente es distinta de cero.

* La relacion lineal entre concentracion y absorbancia es altamente significativa.



f) Intervalo de confianza del 95% para la pendiente

Formula:
bl =+ tu;’ﬁ,n—? ) SE(bl)

Ya tenemos:

e b =0.0605
e SE(b;) ~ 0.00126
* tpo753 ~ 3.182

Calculamos el margen de error:

E = 3.182-0.00126 =~ 0.0040



Entonces, el intervalo:
1095%(51) = 0.0605 = 0.0040
Limite inferior ~ 0.0565

Limite superior ~ 0.0645

ICys0,(B1) = (0.056, 0.065)

Interpretacion:

¢ (Con 95% de confianza, la verdadera pendiente (cambio en absorbancia por mg/L) esta entre
aproximadamente 0.056 y 0.065.

* Todo el intervalo esta muy lejos de cero, lo que refuerza que la relacion es claramente positiva.



g) Conclusion sobre el modelo

Reunimos todo:

1. Recta de regresion:

Y = 0.007 4 0.0605X

2. Correlacion y determinacion:

e 7 = 0.999: correlacion lineal casi perfecta.

o R2~0.999: ~ 99.9% de la variacién de la absorbancia se explica por la concentracion.
3. Prueba de hipotesis para la pendiente:

* t~ 48 con 3 gl, muy superior al critico.

* La pendiente es significativamente distinta de cero (p « 0.001).
4. Intervalo de confianza del 95% para la pendiente:

e (0.056, 0.065), completamente positivo.






